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ABSTRACT

Second order linear Non-homogeneous differential equations with constant
coefficients can be solved by the method of indeterminate coefficients.
However, this method of solution strategy always changes following the non-
homogeneous form of a differential equation, and in practice it does not apply
to all non-homogeneous differential equations. In addition to the method of
indeterminate coefficients, to solve Second order linear Non-homogeneous
differential equations with constant can be used variation of parameter
method, this method is more general than the constant coefficient method but
the parameter variation method does not mention the conditions for boundary
problems or initial value problems of a differential equation. Based on the
problem of the two methods, the solution Second order linear Non-
homogeneous differential equations with constant using the Green function.
The result of this research is that the Green function built using the parameter
variation method can be used as a method to find a solution to the differential
equation on the boundary value and initial value problem, which has the

solution form y(x) = f: G(x,t) f(t) dt

Keywords : second order differential equations; Green functions; variation
of parameter.

@ 2022 Jurnal Riset Matematika Unisba Press. All rights reserved.

Corresponding Author : *yaniramdani66@gmail.com
Indexed : Garuda, Crossref, Google Scholar 55/64
DOI : https://doi.org/10.29313/jrm.v2i1.1016


mailto:yaniramdani66@gmail.com

Herlangga Jaka Pratama et al. Membangun Fungsi Green untuk Persamaan Diferensial Linear Non Homogen,... .

A. Pendahuluan

Fungsi Green adalah kernel dari suatu persamaan integral yang dibangun sebagai penyelesaian non
homogen dari persamaan diferensial dengan masalah nilai batas atau masalah nilai awal. Fungsi Green dinamai
untuk menghormati matematikawan dan fisikawan Inggris George Green[1].

Persamaan diferensial adalah persamaan yang mengandung turunan, baik turunan biasa maupun turunan
parsial. Dengan melibatkan banyaknya variabel bebas, maka ada dua bentuk persamaan diferensial yaitu
persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial. Persamaan diferensial biasa yaitu persamaan
yang hanya melibatkan satu variabel bebas, sedangkan persamaan diferensial parsial yaitu persamaan yang
melibatkan lebih dari satu variabel bebas [2][3].

Persamaan diferensial linear orde-2 non homogen dengan koefisien konstan dapat diselesaikan dengan
metode koefisien tak tentu. Namun metode tidak umum strategi penyelesaian bergantung pada bentuk non
homogen dari suatu persamaan diferensial, serta pada praktiknya tidak berlaku untuk semua persaman
diferensial non homogen. Selain metode koefesien tak tentu, untuk menyelesaikan persamaan diferensial non
homogen orde-2 koefesien konstan dapat digunakan metode variasi parameter, metode ini lebih umum
daripada metode koefesien konstan akan tetapi pada metode variasi parameter tidak disebutkan mengenai
syarat-syarat untuk masalah batas atau masalah nilai awal dari suatu persamaan diferensial [2]. Berdasarkan
pemasalahan dua metode tersebut maka munculah penyelesian persamaan diferensial non homogen orde-2
koefesien konstan dengan menggunakan fungsi Green. Selain metode-metode tersebut juga terdapat metode
lainnya [4].

B. Metode Penelitian

Persamaan Diferensial Linear Homogen Orde-2 Koefesien Konstan
Persamaan diferensial linear homogen orde-2 dengan koefesien kostan memiliki bentuk umum sebagai berikut [2]:

Ly=y"+ a;y"+ agy = 0 (1)
Misal y = e™ adalah solusi dari (2.1) maka
(erx)// + al(erx)/ + aOeTX — 0
r2e™ + a;re™ + age™ =0
e™(r?+a;r+ay) =0
Karena e™ # 0 Vx € R makar? + a;7 + ao = 0 disebut persamaan karakteristik dari (2.1). akar dari

persamaan karakteristik memiliki 3 kemungkinan solusi penyelesaian :
Bila akar-akarnya real dan berlainan maka penyelesaiannya yaitu :

yh(x) = cie™* + ¢, e™* (2)

Bila akar-akarnya real dan sama, maka penyelesaiannya yaitu :

yh(x) = cie™ + ¢, xe™ 3)

Bila akar-akarnya kompleks, maka penyelesaiannya yaitu :
Yn(x) = c;e%cos Bx + ¢, e*sin fx 4)

Persamaan Diferensial Linear non Homogen Orde-2 Koefesien Konstan
Persamaan Diferensial Linear non Homogen dengan koefesien konstan memiliki bentuk umum sebagai berikut: [2]

Ly=y"+ a1y' + agy = f(x) (5)

Solusi dari persamaan diferensial non homogen disebut sebagai solusi partikular atau biasa dinotasikan
sebagai y,,, sehingga solusi umum dari persamaan non homogen tersebut ialah solusi homogen ditambah solusi
partikular atau biasa dinotasikan sebagai:

Y=Yt (6)
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Metode Variasi Parameter
Metode variasi parameter untuk menentukan solusi dari persamaan diferensial linier orde ke-2 non homogen
memiliki bentuk umum [2]:

Ly =y"+ a1y' + agy = f(x) @)
Penyelesaian umum dari persamaan (2.2) adalah y =y, + yy,.

Misalkan y;,y, adalah solusi dari suatu persamaan diferensial homogen, maka solusi umum dari
persamaan diferensial homogen adalah :

Yh = 1y1(x) + 52 (%) 3

Misalkan u4, u, adalah suatu fungsi dalam membentuk solusi khusus dari suatu persamaan diferensial
maka solusi khusus tersebut memiliki bentuk

Vp = ur(0)y1(x) + ux (x)y(x) &)
Dengan
_ o yMf® _ (* nOf®
ul(x) - fxl W(y1,y21(t) dt dan e (X) fxO W(y,y21(t) dt (10)
Masalah Nilai Batas

Jika syarat bantu pada persamaan diferensial yang diketahui berhubungan dengan dua atau lebih nilai x, syarat
tersebut disebut syarat batas atau nilai batas.

Bentuk umum :
Ly=y"+ ay'+ apy=f(x);a<x<b (1)
Dengan kondisi batas

0
0

Ayy(a) + Azy'(a)
Byy(b) + B,y'(b)

Di mana A4, A,, B;, Byadalah konstanta. A, A, tidak keduanya nol dan B, B, tidak keduanya nol.

Masalah Nilai Awal
Jika syarat bantu pada persamaan diferensial yang diketahui berhubungan dengan sebuah x, syarat tersebut
disebut syarat awal atau nilai awal.

Bentuk umum:
Ly=y"+ay' +ay=f(x);a<x<b (12)

Misalkan x, sebuah titik pada [a,b] maka ada suatu penyelesaian y(x) dari persamaan diferensial
tersebut yang memenuhi syarat nilai awal y(x) = y, dan y'(xy) = y,' .

Fungsi Green
Pandang persamaan diferensial non homogen orde-2 memiliki bentuk umum :

y'+ ay'+ ayy=f(x) as<x<b (13)

Dengan f(x) merupakan suatu fungsi yang kontinu. y,(x) = f:G (x,t) f(t) dt merupakan solusi
partikular dari persamaan diferensial tersebut dan fungsi G (x, t) disebut sebagai fungsi Green [5].
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C. Hasil dan Pembahasan
Fungsi Green pada Masalah Nilai Batas
Ly=y"+ a1y +ay=f(x);a<x<b (14)
Dengan batas

Ayy(a) + Azy'(a)
B,y(b) + B,y'(b)

Solusi umum dari persamaan diferensial (14) :

y(x) = yp(x) + yp(x) (15)

Solusi homogennya adalah
yr(x) = c1y1(x) + €y, (%) (16)
Sedangkan solusi partikular dari persamaan diferensial (14) :

Yp(X) = ug (0)y1(x) + uz(x)y2(x) (17)

Dengan menggunakan metode variasi parameter maka didapatkan :

* n0Of0

il NI () (18)
(" yn@®f©
=) Whyal© 1
Dengan mensubstitukan (18) dan (19) pada (15) maka diperoleh
_ (7 v Of@® * oy (Of (@)
O T A R o WD 3210 ya(x) dt a7
(T 72Oy (x) * y1(®)y2(x)
Sl B T A TO LAl T S LAk
Maka solusi umum dari persamaan diferensial (14)
_ ¥ vy () * 110y, (x)
y(x) = c1y1(%) + 2y, (x) + Wf( t) dt + mf(f) dt (15)
Jika diambil x;dan x, sesuai1 dengan kondisi batas maka x1 =bdanxy =a
[ y@®yi(x) * y1(0)y(x)
() = ‘W[{l),yzg(?f dex ] W[%l),ng(g)f .
Y /1O Z1CO% " 1 ®y,00
0= ) Why@! O T, whyie O
y2(£)y1(x) * 310y, (x)
fx gl @+ . Wh ! O
(T v @)y (%) Y2 (£)y1(x)
W”‘awm%mﬁ®“+xwm%mf@“

x b

_ f G OF (©) dt + f G(x0) F(O)dt
a b X
Yo () = f Gx,0) F(t) de
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Dimana:
y1(£)y2(x)
—_—, a<t<x
G(X, t) — W[Yl' }’2](t) (20)
2y (x) x<t<bh
L Whyl®’ B
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa
b
v = [ 6G0 £ de @

Merupakan solusi dari persamaan diferensial (14) dengan batas (15) dan (16)

* ¥y @)y, (%) >y, )y, (x)
e R o ARl BT I o TAC K

Maka

" 1 (By2(0) ? y2(Oy1(@)
amﬂ)d"’ m/‘(t)dt

Y@= wh, yz]o:)f( ) dt
3’1( )}’2( ) }’2( )}’1( )
y(b) = f Whn, yz](t)f( N T ATC L

_ ? y1()y, (b)
y(b) = Wyl O %

y(x) akan didiferensialkan sehingga diperoleh

y(a) =

¥ () = y4(x )f yi(@®Of @) dt YZ(X)}ﬁ(X)f(x) e )f y2()y (x) YZ(X)J’1(X)f(x)
2 Wy, y.](®) Wy, y2]1(x) 7 Wy, y, (t) Wy, y2](x)
)=yl )J wyy();( <)t) at+ 31 (x )] Wyzy(f);z(t()t)
Terdiferensialkan untuk a < x < b
Akibatnya,
y@ = i@ [ @ [ g
Y@ = '@ f 2 ) Zy(f); h
o L 00
y1 () f(t)
v = Z(b)f Wyl

Akan dltunjukan memenuhl Syarat bataS (15) dan (16)

Ay(@) + Ay’ (@) = 4 <3’1( )f Wiy, y21@)

Az(%()f Mdt)—o

Wy, y.](®)
Byy(b) + Bzy'(b) = By <y2(b)f %‘@ ¥

@@ )
< Z(b)f Wiy, 21 >_0
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y'(x) akan didiferensialkan diperoleh

" y1(Of (©) vy Of ) (P y@OF©)  yi 0y ()f ()
v =i [ g e M%M)”“wLMmﬁwm Wl 7IE)
" y1(Of () p y2(O)f () £ (y3()y1(x) = y1 () y,(x)

y“*‘()owmﬂw“+1(?fw%auo“+ RAL)
Karena W[y, y,](x) = y;(x)y; (x) — y1 (x)y, (%) danbLyl = Ly, = 0 maka
_ * oy (Of (@) y.(O)f (@)
ED ) W@ ), Wh e @ T
Ly = f(x)
Terbukti bahwa
b
v = [ GG £ dt @
Dengan ‘
y1(©)y2(x)
Glx,t) = Wy, y21()’ ast<x (20)
' V2 ()1 (x) x<t<bh
t Wy y.1@®)' -
Merupakan solusi dari persamaan diferensial (14) dengan batas (15) dan (16)
Fungsi Green Pada Masalah Nilai Awal
y'+ ay +ay=fkx) as<x<b 22)
y@)=a,y'(@)= 8 (23)

Untuk mempermudah penyelesaian bagi kedalam dua kondisi :
yn'' + aiyn' + agyn=0; yp(@) = a ,yp'(a) = B
Yp” + alyp, + agyp = f(x); }’p(a) =0 :yp,(a) =0
Solusi umum dari persamaan diferensial tersebut :
y(x) = ya(x) + yp(x)
Solusi homogennya adalah
Yr(x) = ¢1y1(x) + c2y2(%)
Sedangkan solusi partikular dari persamaan diferensial tersebut :
Yo (x) = ug (x)y1(x) + ux(x)y, (x)
Dengan menggunakan metode variasi parameter maka didapatkan :
) = [ - 22O
! v Wy yl®
uw, (x) = * oy @Of(©)
’ 2o W1, 21(0)

Berdasarkan kondisi di atas diketahui bahwa y,(a) = 0 dany,’(a) = 0 maka didapatkan

us(@y1(a) + uz(a)y,(a) =0
u(@y,' (@) + uz(a)y,'(a) =0
Dari dua persamaan tersebut diperoleh

uy(a) = uy(a) =0
Sehingga didapatkan x; = x;, = a maka
R AVJIO)

e A AL
A GII)

2@ = | W yal®
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Sehingga
A0 * L OFO)
o= - W[yl;cyz](t)”(x)d”L Wiy 2%
oS =J:1 Y1(t)y];§E;)1’—yz’]z((tg)3’1(x)f(t) dt
or f GO OF (L) de
ab
Yo (x) = f GO, OF (D) de
Di mana ¢

y1(O)y2(x) — y2(0)y1(x)
G(x,t) = Wy, y21(t) '
0, x<t<bh
Berdasarkan uraian di atas didapatkanlah solusi umum :

b
(@) = ey (0 + 7200 + j GO t) £(0) dt (24)

a<t<x

Untuk suatu masalah nilai awal.

Langkah-Langkah Membangun Fungsi Green
Langkah-langkah membangun fungsi Green: (1) Tentukan solusi homogen dari persamaan diferensial
sehingga didapatkan y, dan y,; (2) Hitung Wronskian W [y,,y,]; (3) Tulis solusi tunggal

b
70 = [ 6600 (0 de (25)
Di mana ‘
y1(0)y2(x)
—, ast<x
Glut) = Wlyy, y21(¢) 20)
y2()y(x) c<t<b
L Whuyl® =

Untuk masalah nilai batas
y1(©)y2(x) = y2 () y1(x)
G(x,t) = Wiy, y21(t)

, aslt<x

0, x<t<b
Untuk masalah nilai awal.

Penerapan Hasil
Sebagai gambaran dari uraian di atas, akan diberikan contoh persamaan diferensial untuk masalah nilai batas
dan nilai awal. Gambaran ini menunjukan bahwa fungsi Green dapat digunakan untuk mencari solusi dari
suatu persamaan diferensial non homogen orde-2 koefesien konstan.

Contoh 1 (masalah nilai awal)

y'+4y=1;y(m)=0,y'(m)=1

Penyelesaian :
Persamaan homogen
y'+4y=0
Sehingga didapatkanlah persamaan karakteristiknya
m>+4=0
m= £2i

y,(x) = cos 2x, y,(x) = sin 2x

Jadi solusi homogen dari persamaan diferensial tersebut :
Yr(x) = ¢4 cos2x + ¢, sin 2x
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Untuk memperoleh nilai ¢; dan ¢, substitusi nilai awal pada solusi homogen sehingga
V(M) = ¢cicos2m+cysin2n =0 ¢ +0=0e ¢, =0
vi'(x) = —2 ¢y sin2x + 2 ¢, cos 2x karena ¢; = 0 maka
yi'(x) = 2 ¢, cos 2x
yu'(m) =2cycos2n =16 ¢, = %

Jadi solusi homogen dari persamaan diferensial tersebut setelah disubstitusikan nilai awal didapatkan

1
yr(x) = Esin 2x
Setelah mendapatkan solusi homogen selanjutnya akan dicari solusi partikular

_ | cos2t sin 2t
WiyLy2l® = | 5 Gi2e 2cos 2t

Wy, y,](t) = 2 cos? 2t + 2 sin? 2t
Wy, y21(t) = 2(cos? 2t + sin? 2t)
W[}’l'g’z](t) =2

3mm=famoﬂww

y1(O)y, (x)a— y2(®)y, (x)
G(x,t) = Wlyy, y21(¢) '

0, x<t<b
cos 2t sin 2x — sin 2t cos 2x

G(x,t):{ ) , T<t<x
0, x<t<bh

amw=f6moﬂwm

a<t<x

@ f" cos 2t sin 2x — sin 2t cos 2x
Yp\X) =
P - W(t)

* cos 2t sin 2x — sin 2t cos 2x
yp(x) :f

- 2
1 X

Vp(x) =—f sin2(x —t) dt
2 T

(x) = 1 (1 cos Zx)
WX =5 2" 32
cos 2x
yp(x) = Z - 4
Jadi solusi umumnya adalah
y(x) = yp(x) + ¥, (x) (26)
1 cos2x
y(x) = ¢; cos 2x + ¢, sin 2x + i (27)
Sedangkan solusi khususnya adalah
1 1 cos2x
y(x) = Esin 2x + 1" 2 (28)

Contoh 2 (masalah nilai batas)
y'+y=-2sinx;y(0)=0,y'(mr) =0
Penyelesaian : Persamaan homogen

yll + y — 0
Sehingga didapatkan persamaan karakteristik
m2+1=0
m==i

y1(x) =sinx,y,(x) = cosx
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Jadi solusi homogen dari persamaan diferensial tersebut
Yh(x) = cysinx 4+ ¢, cosx
Untuk memperoleh nilai c;dan c, substitusi nilai batas pada solusi homogen sehingga
Yr(0) =¢;sin0 + ¢, cos0 =0
c; =0
yi'(x) = ¢; cosx — ¢y sinx
yi' () = cycosm =0
c;=0
Setelah didapatkan nilai c;dan ¢, substitusikan kembali pada solusi homogen maka
yr(x) =0
Setelah mendapatkan solusi homogen selanjutnya akan dicari solusi partikular

sint cost
Wy, y.1(t) = |cost —sint

W[yli)yz](t) = -1
Vp :f G(x,t) f(t) dt

10y,
G(x,t) = JW[VDJ’Z](t)' ast<x

t X
l )’2()}’1()’ x<t<bh
Wiy, y21(t)
sint cosx
_—1, 0<st<x
Gl t) = costsinx
_—1, x<t<m
—sintcosx, 0<t<x
GCx,t) _{ —costsinx, x<t<m

b
Vp =f G(x,t) f(t) dt
auw=jawﬁﬂﬂm
0

T

Vp(x) = f G(x,t)-—2sint dt
0

X

T
yp(x) = f G(x,t)-—2sint dt + f G(x,t)-—2sint dt
0 x

yp(x) = fx

0

yp(x) = 2cosxf

0
—sin(2x) + 2x _ cos?x—1
Vp(x) = 2cosx (—) + 2sinx| ———

Vs
—sintcosx-—2sint dt + f —costsinx-—2sint dt
X

X T
sint sint dt + Zsinxf cost sint dt
X

4 2
yp(x) = —Zcosxsian + ZZX cosx — sinx sin? x
2
¥p(x) = — 4 cosx 2 sinx cosx + xcosx —sinx sin? x
yp(x) = —sinx cos®x 4+ x cosx — sinx sin®x
¥p(x) = —sinx (cos®x + sin® x) + x cos x
Yp(x) = —sinx + xcosx
Jadi solusi khususnya adalah

y(x) = yp(x) + yp(x) (29)
y(x) = —sinx + x cosx (30)
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D. Kesimpulan

Berdasarkan uraian di atas dapat disimpulkan bahwa fungsi Green dapat dibentuk menggunakan
bantuan metode variasi parameter dan fungsi Green dapat digunakan untuk mencari solusi dari persamaan
diferensial non homogen orde-2 koefesien konstan, dengan bentuk solusi sebagai berikut :

b
y00 = [ G0 fo de 31)
Dimana
y1(®)y2(x)
—_—, a<t<x
G(X, t) — W[Yl'yz](t) (32)
y2()y (x) x<t<bh
L Whyl®’ B

Untuk masalah nilai batas, dan
y1(0)y2(x) =y, () y1(x)
G(x,t) = Wiy, y21(t) '
0, x<t<bh

a<t<x (33)

Untuk masalah nilai awal. Kelebihan menggunakan fungsi Green sebagai penyelesaian persamaan
diferensial, bentuk non homogen tidak berpengaruh terhadap strategi penyelesaian, syarat batas dan syarat nilai
awal secara umum sudah diberikan. Sedangkan kelemahannya terjadi pengintegralan yang cukup rumit.
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